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Uber die charakter i s t i schen  Wurzeln  einer l inearen Substi tut ion 

mi t  einer h n w e n d u n g  auf die Theorie der Integralgleichungen.  

Von 

I. Scour in Berlin. 

Isi eine algebraische Gleiehung in der Form 

/ 

~ 1  ~ a ~ - - x ,  . . ' ,  ag.n 

61,nl ~ an2 ) "" "~ a n n - - X  

----0 

gegeben und sind col, eo2, . . . ,  e% ihre Wurzeln, so lii~t sich, wie Herr 
A. Hirsch*) gezeigt hat, in sehr einfacher Weise eine obere Grenze ffir 
die absoluten Betr~ige der e% angeben; bedeutet n~mlich a die grS~te 
unter den n 2 Zahlen la~.~.], so ist 

,t ~,, t _~ na .  

In der vorliegenden Arbei~ m~ichte ich auf einige andere, wesentlich 
sch~irfere Ungleichungen aufmerksam machen, die ffir die absoluten Be- 
triige der e% bestehen. Die einfachste und zugleich wichfigste unter ihnen 
ist die Ungleiohung 

~,=1 x,2 

Indem ich noch angebe, welche Bedeutung bier das Auftreten des Gleich- 
heitszeichens besitzt, erh~lte ich einen Satz (Satz II), der eine Reihe yon 
bekannten Resultaten fiber Hermitescha Formen uncl orthogonalen Sub- 
stitutionen als spezielle F~lle umschlieBt. 

*) ,,Sur les racines d'une dquation fondamentale", Acta Mathematics, Bd. 25, 
S. 367. 
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Der zweite Abschnitt enth~lt eine Anwendung meiner algebraisehen 
Resultate auf die Theorie der linearen homogenen Inte~algleichung 

b 

z f . g ( s ,  t) r dt -~ r 
a 

Einem yon Herrn E. Schmidt  fiir reelle symmetrische Kerne K(s,  t) 
angegebenen Verfahren folgend, zeige ich~ wie man auch ffir einen all- 
gemeinen Kern den Begriff der Ordnung eines Eigenwerts ~ auf elemen- 
tarem Wege ohne Benutzung der Fredholmschen ganzen transzendenten 
Funktion begrfinden kann. Zugleich ergibt sich unter allgomeinen Voraus- 
setzungen fiber den Kern K(s, t) ein Beweis ffir die absolute Konvergenz 

der Reihe Z ~ '  in der jeder Eigenwert ~t so oft zu schreiben ist, wie 

seine Ordnung angibt. 

~ b e r  die 

Abschnit t  I. 

charakter is t i schen Wurze ln  einer l inearen 
Substitution.  

w 

Im folgenden sell stets die zu einer GrSl~e a konjugiert komplexe 
Zahl mit ~ bezeichnet werden. Ebenso soil, wenn P -  (p~) eine Matrix 
(lineare homogene Substitution) is~, unter ~ die mit Hilfe der GrSBen ~ 
gebildete Matrix verstanden werden. Mi~ ~P' bezeictme ieh, wie fiblich, 
die zu /) konjugierte (transponierte) Matrix. Genfigt P der Gleichung 

(1) 
we E = (e~.~) die Einheitsmatrix ist, d. h. wird 

Y 

so nenne ich naeh dem Vorgange yon Herrn L. Autonne*) P eine unit~e 
oder aueh eine unit~ir orthogonale Matrix. Die Bedeutung der Gleichung (1) 
ist bekanntlich die, dab die Hermitesche Einheitsform 

xl ~1 + x2 x: + �9 

unge~ndert bleibt, wenn x~. durch Z 2 ~ . ; x  z (und also ~'~. durch ~ 1%,x 0 
2 

�9 ) ,,Sur rHermitien", l~endiconti flel Cireolo Matematico di Palermo, T. 16 
(19o~), s .  xo~. 
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ersetzt wird. Sind die Koeffizienten yon P reell, so wird .P eine ge- 
wiihnliche (reelle) orthogonale Matrix. 

Es sei nun 
A = = i ,  2 , . . . ,  

eine Matrix mit beliebigen reellen oder komplexen Koeffizienten. Die 
charakteristischen Wurzehl yon A, d. h. die Wurzeln der Gleichung 

(2) I A - - x E  l = a~. 1 ~ ~ - - X ~  . . . ~  a ~ n  

a . 1  , a n s  ~ . . .~ a n n - -  X 

= O, 

und 

so wird auch 

daft die Matrix 

die F o r m  
_ P ' A P  = - P - l A p  ~ h 

A = 

erhdlt. 

!~1 0 0 " ' "  0 

% ~ 0 . . .  0 

% c8~ ~ s " "  0 

Der Beweis ist leicht zu erbringen.*) Da niimlich eo 1 eine Wurzel 
der Gleichung (2) ist, so kiimlen wit n. Zahlen ql, q~, '"  ", q~ bestimmen, 
die den n Gleichungen 

Z a ~  q~ ---- ~lq~. (~ = 1, 2, . . . ,  n) 
2 = 1  

und nieht siimtlich Null sin& Die Summe ~ ~q~. = q ist dana genfigen 

eine positive Zahl. Setzt man ~=i 

qy, 

Z 
2 = 1  

aixqli ~ ~l~x1 

Z ~li~qll = i. 
~----I 

*) Yergl. L. Stickelberger, ,,0ber reelle orthogo~le Substi~utionen", Pro- 
gramm der polyk Schule, Zfirich, 1877, und L. Autonne, ~. a. 0., S. 119. 

seien col, eo~ , . . . ,  ~.. Dann gilt folgender Satz: 
I. .Es l~iflt sich stets eine u n i t ~  orthogonale M a t r i x  P bestimmen, so- 
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M~ besgimme nun in bekann~er Weise n(n--1) Zahlen 

ql~, q18, " ' ' ,  q l .  
q~2, q+s, " " ", q~. 

so, dab 

wird. Dann ist die Matrix 
Q --- 

eine unifiire Matrix, auBerdem wird 

(~, "Z = 1, 2, . . . ,  n) 

Q ' A Q ' - I = ~ - I A ~ - - -  

'~1 0 0 . . .  0 

b m b~ b~8-.,  b~, 

b. b.- . .  

wo die bxx gewisse Zahlen bedeulen. Die charakterisgischen Wurzel~ der 
Matrix 

bs~ "" bs . )  B = bs+ 

sind dann die Griigen eo~, cos, . . .~ o+,. Nimm~ man nun den zu beweisen- 
den S atz, der fiir n = 1 evideni is+, ftir Matrizen mit n -  1 Zeilen und 
Spalr als rich~ig an, so liiB+ sieh eine uni~iire Matrix 

bes~immen, sodaB 

R = 

R-IBR = 

wird. Setz~ man dann 

9 ---- 

1 

t {D~ cs~ 
\c.~ 

r~8 " �9 " ~'2n \ 
i rss. ~8 . ) 

r~8 r~. 
0 . . . 0 )  
m 8 0 

c.8 ~,/ 
0 . . . 0 )  
r+~ r.+,, 
r.. r.. 
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so wird P ~  QS eine unifier or~hogonale Matrix, die den Bedingungen 
unseres Satzes geniigt.*) 

Der S atz I liiBt sich auch folgendermaBen aussprechen: 
I*. Fiir jede lineare homogene Substitution A in n Yariabdn xl, x~, ...,x~ 

lassen sich n Linearformen Yl, Y~, " �9 ", Y~ angeben, die folgenden Bedingungen 
geniigen: 

1. es ist 

YlY-~ + Y~ Y~ + ' "  " + Y, Y, = x~ ~ + x~ ~ + �9 �9 + x~ ~ ;  

2. die Linearform y~ geht dutch Anwendung der Substitution A in 
eine Form iiber, die sich linear und homogen dutch y~, y ~ , . . . ,  y~ aus- 
dracI~n la#t. 

Aus 
(3) 
fo @ 
(3') 
Daher ist wegen P ' P  : E 

w 

P'AP----- A 

p'~'p__- A'. 

. P ' A . A ' P  ~ A A ' .  

Es ist sber P'= P- �89 folglich besitzen die Matrizen A.~' und AA' als 
iihnliche Matrizen dieselbe Spur, und da die Spur einer Matrix der Form 
PP, wie man leicht sieht, nichts anderes ist als die Summe der Quadrate 
der absoluten BetrRge aller Koeffizienten yon P, so erh~Iten wir 

2j1o  I'--27 
v z > ~  

Insbesondere ergibt sich 

Das Gleichheitszeichen steht bier stets und nur dann, wenn die Zahlen c~.~ 
si~mflich gleich Null sin& Dies gibt uns den Satz: 

II. Ist A ~ (a~) eine bdiebige lineare homoge~ Substitution in n 
Variabeln mit den charakteristischen Wur~eln coi, co~, . . . ,  co,, so ist 

Das Gleichheits~eichen gilt bier stets und nut dann, wenn sich A dutch eine 
unitiir orthogonale Transformation der Variabdn auf die Diagonalform 

*) Sind die a~ t u n d  die to~ reell, so kann P auch als reelle (or~hogonale) 
Matrix gew~hl~ werden. 
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~ 0 " " 0  t 
A =  % . . .  0 

�9 �9 �9 �9 �9 

0 . . .  t % /  
hringen liiflt. 

Es ergib~ sieh zugleieh das merkwiirdige Resul~a b dal~, sobald 

isb die Determinan~e IA--x 31 lau~er lineare Elementar~eiler besi~zen mull. 
Dieses Resultat liil3~ sich noeh etwas verallgemeinern. 
Sind n~imlich die Elementarteiler yon I A - - x E I  siimflich linear, so 

liil~t sich eine Matrix Q yon nicht versohwindender De~erminan~e be- 
stimmen, sodaB 

Q - ~ A Q = A  
wird. Dann wird 

Q A Q  1 
also 

A~, = Q-1A Q~2"A'~'-~. 

Die Spur ~ 1  co, j~ yon Z ~ '  ist daher gleich der Spur der reehts stehen- 

den Matrix oder, was dasselbe ist, gleich der Spur der Matrix 
A Q ~ ' X ' ~ ' - ' Q  -~ At t .A . ' I I - '  

wobei / / =  Q~)' zu se~zen ist. Hierbei ist H die Matrix eider l~Ositiv 
definiten B;ermitesehen Form yon nieht verschwindeMer Determinante 
~)der, wie man aueh kurz sagt, eine 1)ositive Hermitesehe Matrix. 

LiiBi sich umgekehr~ eine derar~ige Matrix H so bes~immen, dab die 
AHf i . 'H  -1 gleieh ~ l w ,  t ~ wird, so w~hle man, was stets Spur yon 

m(iglich ist, eine Matrix Q, fiir die 2 / =  QQ' wird. Dann ist~ ~ t w ~ I  ~ 

zugleioh auch die Spur yon 

wo B = Q-1AQ zu se~zen ist. Die eharak~eristis~hen Wurzeln der zu A 
iihnlichen Matrix B =  (b~x) sind aber wieder die GrSt~en w~, a~, . . . ,  ~ 
and,  da fiir B 

wird, so ist B und folglich aueh A der Diagonalmatrix ~ iihnlieh. 
Es ergibl sich auf diese Weise der Sa~z: 
IIL D/e Elementarteiler der chara~teristischen Determina+te einer Matrix 

A - ~  (a~z) mit den charakterist~schen Wurzelm tol, w~, . . . ,  ea~ sind danza 
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und nur dann sgmtlich linear, wenn sich eine loositive Hern~itesche Matr'igg 
H----(h,a ) so bestimmen lgflt, daft 

qt ~. ~ ~12 , V 

wird; hierbei sollen die Zahlen h'~. die Koeffizienten yon H -~ bedeuter~. 
Allgemein ist bei einer beliebiyen Matrix A fiir jede positive Hermitesche 
Matrix If--- (h~.z) 

co, t ~ ~ h~,h~.a~.z ~,,,. 

w 
Setzt man 

so geht die Ungleichtmg (4) tiber in 

+ < + (5) 

Andererseits ist aber, da co~, ~ ,  �9 .., co~ die charakteristischen Wurzeln 

yon A S sind, ~ 2  die Spur yon A ~, also wird 
y 

v g, 

oder 

Daher ist 

v X,1 

Aus (5) and (6) ergibt sich 

v x,2 g ,2  

Diese Ungleichungen lassen sich auch, wie eine einfaehe Be~aeh~ung lehr~;~ 
auf folge,nde Form bringen: 
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oder, was dasselbe ist, 

(7) 

(s) 
v x, ;~ 

Man kann diese Formeln aueh anders bevCeisen. Aus (3) und (3') folg~ 

(A+~'). • ~v'(x + 2 ' ) P  = 

Hieraus sehlieg~ man wie frtiher, dag die Summe der Quadrate der ab- 

1 (A • A') gleieh sein muB soluten Betriige aller Koeffizienten der Matrix y 

der analog gebilde~en Summe fiir die Matrix ~ (A + A'). Dies gib~ uns aber 

x,~ ~ ~>;I 

woraus dann wieder die Ungleichungen (7) und (8) folgen. 
Es sei noch hervorgehoben~ dag, wenn in einer der Ungleichungen 

(4), (7)und (8)das  Gleichheitszeichen s~eh~, dies auch in den beiden 
anderen der FaU sein mug. 

w 

Bezeiehnet man mi~ a die grSg~e der Zahlen l ax~l, 

grsg~e der Zahlen t%~ + ~"  I und mitc die grSl~e der Zahlen 2 

so folg~ aus den Ungleiehungen (4), (7) und (8) 

Speziell wird also 
I~,l < . a ,  

. ~  o',~ =<'~'c ~. 

mi~ b die 

Diese Ungleichungen sind bereits yon Herrn k. H i r s c h  a. a. O. abgeleitet 
worden. Sind ferner die Zahlen axx slimflich reell, so wird a ~ . - - ~ .  = 0; 
daher ergib~ sich inbesondere aus (8) 

Da augerdem jedes yon Null versehiedene a~ mindes~ens zweimal vor- 
kommen mug, so wird 
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also 

= -- ~ . . . .  C-~ 

Diese Ungleiehung hat zuers~ Herr I. Bend ixson*)  auf einem anderen 
Wege erhalten. 

Ieh miichte noch eine Bemerkung an die Hirsehsche Ungleichung 

]co,, l "< n a  

ankniipfen. Soll hier ftir eine Wurzel a~, = co das Gleichheitszeichen 
gelten, so ergibt sieh aus dem bier Bewiesenen, dab folgende Be- 
dingungen erftillt sein mfissen: 

1. Unter den n Wurzeln e~, %, �9 �9 c% sind n -- i gleieh 0. 
2. Die Koeffizienten a~  sind a11e yon gleiehem absoluten Betrage a 

and der absolute Betrag der Summe ~ a~, ist gleich h a .  
X 

3. Die Elementar~eiler yon I A - - x , g  I sind s~mtlich linear, woraus 
in Verbindung mi~ i. folg~, da$ A yore Range I sein mu$. 

Hieraus schlieSt man ohne Mfih% da$ die Zahlen a~.~ yon der Form 

---- a e i(cp + ~o,. - ~o2 azz 

sein miissen~ wo % r %,"  "'~ ~,  reelle GrSBen bedeuten. 

w 

Ehe ich weiter gehe, m~ehte ich noeh darauf aufmerksam maehen, 
dal3 in dem Satz II der bekannte Hadamardsche  Satz fiber den Maximal- 
wer~ einer Determinante**) enthalten isk 

Die De~erminan~e/) der Matrix A ~-- (a,.~) is~ ngmlich niehts anderes 
als das Produkt ~t co~ . . . c % .  Naeh dem Sa~z tiber das arithmetische 
and alas geometrische Mi~tel wird daher 

Folglich is~ 
~t 

--_ n,, a~,~. 

*) ,,Sur les racines d'une 6qua~on fondament~le", kc ta  ]ffathematica Bd. 25, 
S. 359. -- Hen" k.  Hixseh hat noeh gezeig L da$ die Bendixsonsche Ungleichung auch 
dann gilt, wenn nur vorausgesetzt wird, dab die axz + a~x teell sin& 

**) ,,l~solution d'une question relative aux ddterminants,'. Bulletin des sciences 
ma~hdmatiques, 1893, S. 240. 
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Dies ist die Hadamardsehe Ungleichung. 
muB nach Hadamard wei~er 

iaz~l .~  ~ 

Soll I D ] = n  ~a ~ sein, so 

Z P~.x = az, ,  a~,  , ~ n a  e~. x ,y 
sein. Dies ergib~ sieh hier folgendermal~en. (Hlt in (10) das Oleiehheits- 
zeichen, so miissen auch die Ungleichungen (9) und (4) in Oleiehungen 
~bergehen. Daher mu~ 

(I:) l ~ l  = l~,=l -- . . . .  l~,.l = a V  ~ , I a..,.[ =a 
werden. Au~erdem mul~, da 

t~,l' = ~ i~.~ ~ 

wird, die Matrix A der Diagonalmatrix A, und zugleich A_d' der Mah-ix 
A ~ '  ~hnlich sein. Es wird aber wegen (11) 

- - - f  

A A = n a J E .  

Folglich is~ auch, da diese Matrix nur sich selbst ~hnlieh ist, 
A ~ '  = ( ~ . 0  ~ naVE 

"d. h .  la, a = n a  e~. z. 

w 

Bezeichnet mau die mit Hilfe der  Unterdeterminanten C ~ Grades 

von A gebildete Matrix mit C,A, so werdeu bekannflieh*) die eharakte- 

,on (;) 
~ ,  co... " ' "  ~ (~1 < as < " "  < a,,)- 

Daher is~ wegen (4) 

wo D(*!. alle Unterdeterminauten v ~ Grades yon A durchliiufh Die 
rechts stehende Zahl ls~ nmhts anderes als die Spur yon ( C ~ A ) ( C . A ) .  

Es ist aber allgemein 

(c~P) '= G,P', (c,P) (c, Q) = c,(PQ). 
Daho~ i,~ ~ ID~I ~ d~o Sp~r ~o. r  Bo~oi~o~ ~ w~ f r ~  

das allgemeine Elemen~ ~ a,~fi,~ you AA'  mit Px~, so wird also 
# 

*) G. Ratios, ,,Zur Theorie tier sdjungir~n 8ubstitufionen", Ma~h. Knnslen, 

Bd. 48, S. 417. 

Mathematische Annalen.  LXVI.  32 
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(13) 

103a x r �9 . . 0~r 

/%~ ~ ~ P ~  ~ ~ �9 . .~ P ~  ~ ,  (a~ ~ % < . . .  < %). 

Nun is~ aber A_4" die Matrix der positiven Hermitesehen Form 

folglich erschein~ auch jede Haup~un~erdeterminan~e yon Afl~' ~ls die 
Determinante einer positiven ttermiteschen Form. Nach einem yon 
Hadamard a. a. O. bewiesenen Satze isl aber eine solche Determinante 
hSchstens gleich dem Produkt der Koeffizienten ihrer Hauptdiagonale.*) 
Aus (13) ergibt sich daher 

CO 2 

Diese Formeln lassen sich als eine Verallgemeinerung des eben erwiihnten 
Hadamardschen Determinantensatzes auffassen. 

w 

Aus der Formel (4) lassen sich noch andere interessante Ungleiehungen 
ableiten. 

r r . .  " die Zflniichs~ kann man, indem man beach~e~ dab col, e%, ., co, 

charakteristischen Wurzeln yon A ~ sind~ eine obere Grenze fiir ~ [m~ ~ 
ablei~en. 

/ 

Von grSBerem Interesse schein~ mir folgende Bemerkung zu sein. 
Man ]aabe neben der Matrix noch eine andere Matrix B ~  (b~) 

mit m Zeilen und Spalten. Die charakteristischen Wurzeln yon B seien 
~ ,  ~ ,  �9 �9 ~ .  Dann ist 

Ferner ist: 

~ a r .  ~ ~ ~ r~ 
m 

x,~u 

x = l  ~1 M-----I M----I 

x ~ x,~u 

*) Yergl. auch E. Fischer, ,,~ber den Hadamardschen Det~rminantensatz", 
Archiv der ~athematik und Physik, dritte Reihe, Bd. 1~, S. 32. 
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Andererseits is~ 

x,t* r .#  Z ~ # , ,  

gleieh 

Daher gil~ ste~s die Ungleichung 

(~, z= 1,2, ...,:) 
t ~  ~, ~ 71., 2 ,  .~ 

~,t~ x,/~ ~=). ~4 = 

Setz~ man insbesondere _ B - - - - - - A ,  so kann ~,------c% angenommen 
werden, und man erhiilt 

2;  1 § t I ~ - ~  ~< I~.~.- %~ 

Ilieraus l~ii3t sich sofor~ eine obere Grenze ftir den absoluten Betrag der 

Diskriminante d der Gleichung IA -- xE I ~ 0 ableiten. Aus 

~<lu 

folgt n~imlieh 
2 

daher ist 
2 

idl 
~.</~ x~ 

wo die 
so wird 
(14) 

Setzt man speziell 

a l ,  

X~ -1 

O ,  

a, beliebige, 

w 

0 , ' ' ' ,  0 , 

x ~  l x~ , �9 � 9  0 

0 , �9 ", x ~ l x , , _ l  

die % yon Nun versohiedene 

- -  a n x  "~ 

0 

0 

, 0 

Zahlen 

x" + a~ x " - ~  + as x ~ -  s + "  �9 �9 + a .  ----- 0 

die charakteristische Gleichung yon A. Ist daher 

b, = I%1 ~, p,--Ix,?, 
32* 

bedeuten, 
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so gentigen die Wurzeln col, cos,..., co, der Gleichung (14) der 
gleiehung 

~M 1 y~s Pn- I. *) 

Diese Formel gilt fiir alle positiven Zahlen Ps, 10s, "" ", P~. Far 

erhiil~ man die einfachere Formel 

• I~,12 < b 1 -3 L b2p 3 I- . . .  2f. b n p . - I  + ~ - -  1 
--" 1o 

Allgemeiner fblg~ aus (li~) die Ungleichung 

n - - 2  

ar<a~<... ~t----1 

Un- 

die wieder fiir jedes positive p riehtig ist. Nimmt man insbesondere a~ 
i 

als yon Null versehieden an, so wird ftir 1o = b~ ~- 

Der direk~e Beweis dieser fiir jede algebraische Gleiehung geltenden Formeln 
seheint sehwierig zu sein. 

Aus dem 
stitutionen als speziene Folgerungen ableiten. 

Es sei zuniehst A = (a~l) eine Hermibsehe Matrix, 
Dann wird 

w 

Satz II lassen sieh einige bekannte Siitze tiber lineare Sub- 

also a~. = ~.~. 

Da aber andererseib ~ .  ~ ~ ] c o ,  I ~ ist, so muB ~ c o ~ - ~ ] c o ~  2 sein, 

folglieh mtbsen die r reell sein. Zugleieh ergibt sich ~ l co~ l~=  ~ !  ax~l~ 

und dies liefer~ uns die bekannb Tabaehe, dab jede Hermibsehe Form 

*) Es  l'~l}~ s ich  ze igen~ dab  h i e r  f f i r  ~ > 2 d a s  G l e i o h h e i t s z e i c h e n  n u r  d a n n  

s~ehen k a n n ,  w e n n  a a -~- a 2 --~ . . . .  a n -  1 ~ 0 i s t  
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dureh eine uniter orthogonale Transformation der Variabeln auf die G~ 
sfi~l~ eo~y~ + ~ y ~  + . . .  + ~ y , ~  gebrach~ werden kann.*) 

Ist ferner A eine unitiir orthogonale Matrix, so wird AA'-----E. Die 

Spur ~ ta~ .~ l  ~ yon AA" wird dann gleich der Spur yon E, also gleich n. 
x,~ 

Aul~erdem is~ der 
A A' ~ E)  gleich 

Daher muB 
1 

~t 

werden; dies erfordert, dab 

I ~ l ~ - = I to~ !~----- 1 

wird. Daher liegen die charakteristischen Wurzeln 

absolute Betrag der Determinante D yon A (wegen 
1. Da aber D = eoI ro~ . . .  ~ ist, so ergibt sich 

< 1. 

einer uniiiir or~ho- 
gonalen Substitution A auf dem Einheitskreis. Zugleich ergibt sich aus 

~ I c u ,  I ' - - ~ l a ~ . ~  ~ dal~ A durch eine unifilr or~hogonale Transformation 
v gy~ 

der Variabeln auf die Diagonalform gebracht werden kann. - -  Diese beiden 
S~itze sind zuerst yon Herrn Frobenius**) aufgestellt worden. 

Abschnitt II. 

Eine Anwendung auf die Theorie der Integralgleichungen. 

w 10.  

Es sei K(s ,  t) eine ffir a ~ s "~ b, a ~_ t ~_ b definierte, reelle oder 
komplexe Funktion der reellen Variabelen s und t, die ira ganzen Deft- 

*) Diese Ableitung der Grundeigenschaf~en der Hermiteschen Formen ist gew~ 
weniger einfaeh als der sonst fibliche Beweis, der sieh gewissermal3en direkt suf den 
bier mit I bezeichne~en Sa~z stii~zt. Abet es schien mir yon Interesse, dar~uf hin- 
zuweisen, dab sieh diese Eigenschaften unmittelbar aus der die Hermi~eaehen Formen 
eindeutig kennzeiehnenden Gleichung 

ablesen lassen. 
**) ,,~ber die principale Transformation der The~afunktionen mehrerer V~riabeln", 

Journal ffir die reine und angewandte Ma~hema~ik, Bd. 95, S. 26&. --  Vergl. auch 
A. Loewy, ,,~ber bilineare Formen mi~ konjugiert imagin~ren Yari~beln", Nova 
Ac~a Acad, Leop.-Carol, Bd. 71, S. 379. 
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ni~ionsbereich s~etig sein soll.*) 
heit}t dann nach Herrn H i l b e r t  
funktion des Kerns K(s, t), wenn 

is~. 
ganze 

Eine fiir a_~ s _~ b stetige Funktion r (s) 
eine ~um Eigenwert ~t geh5rende JEige~- 

b 

~(s) -~ Z f K(s, t )~( t )d t  
a 

Herr F r e d h o l m * * )  ha6 eine gewisse, durch K(s, t)eindeutig definier~e 
iranszendente Funktion 

D(x)  = 1 + d~x + d~x ~ + . . .  

angegeben, die nur ftir die Eigenwerte Z des Kerns K(s, t) verschwindet. 
Is~ Z eine n-lathe l~ullstelle yon D(x)~ so heist n die Ordnung des Eigen- 
werts Z. Diese Zahl n ha~ noch folgende Bedeu~ung: es lassen sich n, 
abet ~iicht mehr als n, linear unabh~ngige (stetige) l~unktionen ~1 (s), ~,(s),.. 
�9 ., ~ ( s )  bestimmen, fiir die 

b 

= + + . . .  + + 

wird, wo die %~ Ko~stanten sind.***) 
~Es ist nun yon In~eresse, auf elemen~arem Wege ohne Einfiihrung 

der Fredholmschen Funl~ion D(x) nachzuweisen, daft sich zu jedem Eigen- 
wer~ Z eine ganze Zahl n angeben lii]~i, die durch die zule~zt erw~ihn~e 
Eigenschafb charakterisiert ist. Man erhglt auf diese Weise eine neue 
einfache Definition des Begriffs ,Ordnung eines Eigenwerts". Fiir reelle 
symmetrisehe Kerne ha~ diese Aufgabe bereits Herr E. S c h m i d t t )  gel~ist. 
Die folgende Be~rachtung schlie~ sich auch aufs engste dem Schmidt- 
schen Gedankengang an. 

*) Um einen einfachen Fall vor Augen zu haben, beschr~nke ich mich im 
folgenden auf die Be~rachtung stetiger Funktionen. Es wfirde abet genfigen anzu- 
nehmen, dal~ die hier vorkommenden Funktionen gewissen leicht zu formuIierenden 
Bedingungen der Integrabili~ genfigen. 

**) ,,Sur une classe d'gquations fonc~ionnelles", Acta Mathematica, Bd. 27, S. 865: 
***) J. P1 e m e l j, ,Zur Theorie der Fredholmschen Funk~ionalgleichung", t~ona~s- 

hef'te flit Math. und Phys.,' Jahrgang XV (1904), S. 93. Vergl. auch E. Goursat~ 
~,Recherches sur les ~qua~ions in~ggrales lingaires", Annales de la facult~ des sciences 
de 1 umversl~ de Toulouse, 1908, S. 6. - -  Da~ die Ordnung n yon Z die gr6flte Zahl 
ist, welche die im Text genann~e Eigenschaf~ besitzt, wird ers~ in tier Goursatschen 
Arbeit (w 44) ausdrficldich hervorgehoben und bewiesen. Es 1 ~  sich dies abet auch 
ohne ~fihe aus den Ausfiihrangen auf S. 119 der Plemeljschen Arbei~ folgern. 

t) ,,Zur Theorie der linearen und nich~linearen Integralgleichungen", I. Tell, 
~fath. Annalen, Bd. 63, S. 443. 
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w 11. 

Wit  bezeichnen im folgenden fiberall, wenn r eine beliebige Funk- 
tion der reellen Variabeln s is~, die konjugiert komplexe Funktion mi~ 
~(s). Sind %(s), ~(s), . . . ,  ~(s)  im Intervall a ~ s_< b stetige Funk- 
tionen und ist 

b 

(16) f ~.(s)~,~(s)ds = ~.,~, (~,~= i,~,.. . ,~,) 

wo die e=~ in derselben Weise wie in w 1 zu erkliren sind, so sage izh, 
die Funktionen opt(s), ~ ( s ) ,  . . . ,  q~(s) bilden ein unit~ir orthogonales 
System. 

Es gil~ dann folgende Regel: Sind n linear unabhiingige, fiir a ~ s ~ b  
stetige Funktionen ~pl(s), ~p , ( s ) , . . . ,  ~p.(s) gegeben, so lassen sich stets 
n Funktionen 

m~(s) =~p~<~(s) 
fl=l. 

mit konstanten Koeffizienten p~fl bestimmen, die ein unit~ir orthogonales 
System bilden. 

Der Beweis dieses Satzes, der fiir reelle Funktionen zuerst yon Herrn 
E. Schmidt (a. a. 0.~ w 3) ausgesprochen worden ist, l~gt sich prinzipiell 
am einfachsten folgendermagen ftihren. Setzt man 

b 

(,$ 

so wird 
b 

eine positive Hermitesche Form ~on nich~ verschwindender De~erminanb.*) 
Die Konstanten p ~  sind nun so zu bestimmen, dab 

b 

= = 

wird. Hierzu ha~ man nur n Linearformen 

Yr = ~ I r  xl + P~r x~ + " "  + p,  rx~ 
zu berechnen, ffir die 

~_j hr~yyy~ = + + . . .  + XlX I 
r,$ 

wird, was bekann~lich stets m~iglich ist. 

*~ Yergl. E. Fischer, a. a. O., S. 38. 
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Bilden ferner q~(s), C s ( S ) , . . . ,  r ein uni~iir orthogonales System, 
und ist; f(s) eine beliebige fiir a ~ s ~ b stetige Funktion, so setze man 

b 

f f(s) ~.(~) ds = A~ 
also 

Dann wird 

b 

. ( f  (s) ,~.(s) ds = A~ 
a. 

b ~ b 

a a = 1 a, fl a 
b 

: f  /(t)f(t)et- 
a a = l  

Dsher ist stets 
b 

g = l  a 

Diese Ungleichung soil nach dem u yon E. Schmidt (a. a. 0., w 1) 
als die Besselsche Ungleichung bezeichnet werden. 

w 12. 

Zur Abklirzung mSge fiir jede Funktion f(s)  
b 

f K(s, t)f(O et = K(f) 
{% 

gesetzt werden. Wird fiir n lin ear unabhiingige stet;ige Funktionen r %, ' " ,  (P~ 

(a ~ 1, 2, . . . ,  n),  

so sagen wir: r % , ' '  ", ~ erfahren bei Anwendung der Operation K 
die Substitution A = (a,~) oder auch die Funktionen r r  ", ~ bilde~ 
ein invariantes System des J~erns K(s,  t), alas zur Substitution A geh6rt. 
Jede in einem invarianten System vorkommende Funktion nenne ich eine 
Hau~tfunktion*) des Kerns. Die charakteristische Determinante IA- -  x E  i 

*) ,,Fouction principale" bei E. Goursat, a. a. 0. 
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der Substitution A soll kurz die charakteristische .Funktion des invarianter~ 
Systems ~p~, ~?~, �9 �9 ~p~ heiBen. Treten an Stelle yon r r "" '7 (P, irgencl 
welehe n lineare homogene Verbindungen ~ ,  ~p~, . . - ,  ~,~ der r (raft; 
konstanten Koeffizienten), die untereinander linear unabhiingig sind, so 
bilden auch die Funktionen ~Pl, $~7"" ", ~.  ein invariantes System des 
Kerns und die diesem System entsprechende Substitution B ist eine zu .4 
iihnliche Substitution. Man kann hierbei die ~p, so wiihlen, dab B irgencl 
eine vorgeschriebene zu A iihnliche Substitution wird. Hieraus folgt zu- 
gleich auf Grund der Lehre yon den linearen Substitufionen, dab sieh fiir 
eine charakterisfische Wurzel co yon A ,  die genau m Elementarteiler der 
Determinante i A - - x E  I zum Verschwinden bringt, m u n d  nicht mehr als 
m linear unal~h~ngige Funktionen ~p~, der Form 

~, = %,r + c~,~r + . . .  + c~,,~ ( , ~  1, 2 , . . . ,m) 

angeben lassen 7 sodaB 

wird.*) Ist m speziell yon Null versehieden, so wird ).----_1 ein Eigen- 
o~ 

wer~ des Kerns K(s~ t). 

Hat man zwei invarian~e Systeme (Pl, (P~," ' ", (P~ und ~Px~ ~P~" " "~ ~P~, 
des Kerns K(s, t) und besitzen die zugehiirigen charakterisfisehen Funk- 
tionen keinen Teiler gemeinsam~ so mtissen, wie in bekannter Weise ge- 
schlossen wird, die n ~ p Funktionen r cp~,. �9 (L,; ~I, ~P~," " ', ~P~ unter- 
einander linear unabhEngig sein. 

Yon Wichtigkeit ist auch noch folgende Bemerkung. Es seien mr 
Funkfionen (Pl, ~ , "  "', ~,~ gegeben, unter denen nur r linear unabhilngig 
sind 7 etwa die Funktionen r epic"" "7 (P~. Ist dann bekannt~ dab Ffir (tie 
m Funkfionen (Pl, ~ , ' "  ", (P,~ Gleiehungen der Form 

m 

bestehen, wo die e~  Konstanten sind, so erfahren offenbar die r l inear  
unabhiingigen Funkfionen ~1, (P~,"' ", (Pr bei Anwendung der Operation/~" 
eine gewisse lineare Substitution A t sie bilden also ein invariantes System 
des Kerns K(s,  t). Es gilt dann die leicht zu beweisende Regeh Die  
charakteristische Eunktion I A - - x E  I des Systems ~1, ~ , ' " ,  ~, ist e in 
:Divisor der charakteristischen Determinante der Substitution C ~  (c.,~,). 

*) Vergl. etwa S. Pincherle  und U. Amaldi, ,,Le operazioni distributive '~ 
(Bologna, 1901), Kap. IV. 
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w 13. 

Ich beweise nun folgenden Satz: 
IV. Bilden die n tZunktionen 7p~ ~.~ . . . ,  ,p,, ein invariantes System 

des Kerns K(s, t) und ist 

die charakteristische Funktion dieses invarianten Systems, so ist stets 
n b b 

(18) Z I%{ ~ ~ / / ' 1 K ( s ,  t)[~ ds dt. 

Daher ist 

Man bestimme niimlich n Iineare homogene Verbindungen 91, 9P~, "'', ~. 
der V/~,~ sodal~ die %, ein unitiir orthogonales Syst;em bilden. Dann sind 
(Pl, r "',  r yon selbst linear unabhiingige Funktionen, und wit erhalten 
in diesen Funktionen" ein invarianies System des Kerns K(s, t), dessert 
charakteristische Funktion wieder die Funktion (17) ist. Es sei 

b n 

a ? J = l  

Setz~ man fiir ein gegebenes s in der Besselschen Ungleiehung 

f ( t )  = t>,  

wo K(s ,  t) die zu K (s, t) konjugier~ komplexe Funktion bedeutet~ so wird 

b n 

a 6=1 

b 

Z %~a~r r ~pT(s) • , / K ( s ,  t) K(s ,  t) dt.  
a, fl, r a 

In~egriert man nun nach s yon a bis b, so erhiilt man wegen (16) 

b b 

~,~ ~,f~ a a 

Da al~er o31~ o ~ . . . ,  co, die charak0eristischen Wurzeln der Substitution 
A = (a~fl) sind, so ist 

{1 

Aus (20) und (21) ergibt; sich die zu beweisende Ungleiehung (18) 

*) u E. Schmidt, ~. a. 0., w 5. 
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Ieh ftige noeh folgendes hinzu. Ist Q-~ (q~t') irgend eine uni~ir 
or~hogonale Substitution, und setzt man 

z (s) 
fl=l 

so bilden auch die Funktionen %1, %~.,'" ", Z,~ ein unitir  orihogonales 
System und es wird 

wo die Matrix C -  (e~) aus der Gleichung 

O= QAQ-I= Q tO/ 
zu bereehnen ist. Aus dem Satz I ergibt sich daher, dab man jedes in- 
variante System mit der charakteristisehen Funktion (17) durch ein uniti~r 
orthogonales System Zi, ~ ,  "" ", ~,~ ersetzen kann, ftir das 

wird. 
Is~ speziell 

~t 

so werden die Konstanten c ~  yon selbst gleieh Null, so dab sieh 

g(z ) =  .zo 
ergibt. Dies tritt z. B. stets ein, wenn K(s, t) ein reeller, symmet~rischer oder 
allgemeiner ein Itermitescher Kern ist, d. h. wenn K~s, t ) =  K(s,  t) wir4. 
Denn aus der Gleichung (19) folgt, indem man mit ~r(s) multipliziert 
und nach s zwischen a und b integriert, 

b b 

f f  a~r= g ( s , t ) ~ ( t ) C p y ( s ) d t d s .  
a 

Ist nun K(s, t) = J~ (t, s), so ergibt sich hieraus a ~  = at- ,  d. h. A = (a~,~) 
wird in diesem Fall eine Hermitesche Matrix; ftir eine solehe isl aber die 
Bedingung (22) gewiB erffillt. Zugleich ergib~ sich, dab die Eigenwer~e 
eines Hermitesehen Kerns siimtlich reell sind. 

w 14. 
Es sei nun 

1 
{D 

ein Eigenwert des Kerns K(s ,  t). Ffir jede zu ~, gehSrende Eigenfunktion 
wird dann 
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Die Funktion ~ erscheint also als eine invarian~e Funktion des Kerns, 
und die zugehSrige charakterJstische Funktion ist c o -  x. Ich be~achte 
nun aUgemeiner diejenigen invarianten Systeme r r "" ", cp n des Kerns, 
deren charakteristische FunktJon gleich (~--x)"  wird. Dann wird nach 
Satz IV 

w o k  Gas in (18) auf~etende Integral bedeuten so]]. Also ist n ~ kl~.t ~, 
d. h. n ist unterhalb einer endlichen Grenze gelegen. Die gr6flte Zahl n, 
f'ur die sich dn invariantes System q~l, q~2, "", ~ des Kerns mit der charakte- 

ristischen ~'unktion ( ~ - -  x)" angeben liiflt, soll nun die Ordnung des Eigen- 

wefts A heiflen. Auf Grund des in w 10 erw~hnten Plemelj-Goursatschen 
Satzes ist diese Zahl n zugleich auch die 0rdnung des Eigenwerts im 
Fredholmschen Sinne. 

Es seien ferner 
1 1 1 

~ 1  ~ - -  ~ ' ~ - - ~  ' ' ' ~  ~ - -  r '~ 002 fop 

p verschiedene Eigenwerte des Kerns ~K(s, t)~ die Ordnung yon ~, sei n ~  
Bflden dann ffir ein gegebenes 0 die ne Funktionen 

(23) ~e 1' r  "" "' ~e,~ 

ein invariantes System des Kerns mii der charakteristischen Funktion 
(~e- -x )  "~, so erhalten wir in den 

n---- n 1 + n~ + . . . + n~ 

Funk~ionen (23) n 14near unabhgngige Funk~ionen, die als ein invariantos 
System mit der charakteris~ischen Funktion 

( o , -  ~)" (o~ - ~)"  �9 �9 �9 ( % -  x)"~ 
erscheinen. Folglich ist nach (18) 

~ l ~ I ~ +  .~l~,  I~+ . . .  + ~ ,,,,I ~ =< k 
oder, was dasselbe ist, 

~b I ~b• nlv 

I~l' + I~,I' + "  + i~i '--<~" 
Dies lehrt uns abet (vergl. E. Sehmidl, a. a. 0., w 5)~ dab die Eigeawer~e 
des Kerns K(s~ t) keine H~ufungsstelle im Endlichen besitzen. Zugleich 
ergibt sich, da~ die l~eihe 

ers~reckt iiber alle :Eigenwerte A des Kerns, wobei jeder Eigenwert so oft ~u 
schreiben ist, wie seine Ordnung angibt, konverge~t und zwar kleiner als 
die Zahl k ist. Hieraus folgt auch, da$ die Fredholmsehe ganze transzen- 
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<lente Funktion D(:r,), deren Gesehleeht bekanntl ieh h6ehstens gleieh 2 
ist*), eine Produktzerlegung der Form 

aufweist. Dieses Resulta~ scheint ~iir die hier  betraehteten allgemeinen 
Kerne neu zu sein. 

w 15. 

Unsere Betraehtung bedaff noeh einer Erg~nzung. Ist ni~mlieh n 

1 und bilden r ~ ., ~ wieder die Ordnung eines Eigenwer~s ~-----~- . .  

ein invariantes System mit der charakteristischen Funktion ( c o -  x)~ so 
fragt es sieh: inwiefern sind die Funktionen ~x~ cp~ . . . ,  r und die zu- 
gehiirige lineare Substitution A ~-(a~)~ s die 

/~-=1 

wird, durch den Eigenwert 2 eindeutig bestimm~? 
Diese Frage ist leieht zu entscheiden. 
Hat man n~mlich neben ~01, r q~ noch ein zweites inwriantes 

Sysbem ~1, V~, ' "  ", 'P~ mit der charakteristischen Funktion ( e o -  x) ~, 
so sei 

~b 

Die Substitution (b~) mSge mit B bezeichne~ werden. Sind dann under 
<len 2n Funktionen 

(24) ~1, ~ , '  " ", q~,; $1, ~P~, " " ", ~P, 

r linear unabh~ingig, etwa Z1, Z~,'" ", 2;~, so mul3 zuniichst, weil doeh die 
~p~ (und ebenso die ,p~) linear unabhiingig sein sollen, r ~ n sein. Ferner 
bilden die Funktionen ~ ,  ~2, ' " ", Z~ wieder ein invarian~es System des 
Kerns. Nach der am Sehlul~ des w 12 gemachten Bemerkung muB abet 
<lie charakteristische Funktion dieses Systems ein Divisor der charakte- 
ristisehen Determinante ( c o -  x) ~ der Subst i tu t ion o) 
sein, und also gleich ( c o -  x) ~ werden, t t ie raus  folgt aber~ dab r ~ n 
sein mul3, da sonst n nicht als die Ordnung des Eigenwerts % zu kenn- 

*) Vergl. Plemelj, a. a. 0., S. 101 und T. La lesco ,  ,,Sur l'ordre de la fonction 
~nti~re D(i~) de Fredholm", Comp~es Rendus, 25. November 1907, S. 906. 
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zeichnen wiire. Demnach is~ jede der Funk~ionen *Pl, ~&,'" ", ~ eine 
lineare homogene Verbindung der Funktionen q~l, q~2, "" ", ~n mit kon- 
stanten Koeffizienten. Zugleieh ergibt sich, dab die Substitution B der 
Substitution A iihnlieh sein mul3. Sieht man iihnliche Substitutionen 
als nicht voneinander verschieden an, so erscheint _-4 als eine durch ~t 
eindeu~ig charakterisierte Substitution. Die Anzahl der zu ,~ gehSrenden 
linear unabhgngigen Eigenfunktionen des Kerns K ( s ,  t) ist dann niches 
anderes als die Anzahl der Elementarteiler der Determinante I A - - x E ] .  

Die Funktionen (Pl, ~ , ' "  ", (P~ kann man laassend als ein vollst(indiges 
zum .Eigenwert 2 gehSrendes invariantes System bezeichnen. 

Allgemeiner schliel3t man in iihnlicher Weise: 
Man babe irgend ein invariantes System *Pl, *P~,'" ", ~P~ des Kerns 

K ( s ,  t), die z.ugeh&ige charaMeristische l~unk~ion set 

(~,-x)~,(~-x)~... (~m-x)~, (p,+~+...+p~=~) 
we ro 1, eo~, �9 �9 re m voneinander versehieden sein sollen. Jede nicht ver- 
schwindende unter den Zahlen to~ ist dann der rezi!oroke Weft eines Eigen- 
werts ~, des JKerns, und ist n~ die Ordnung dieses .Eigenwerts, so ist 
p~, ~ %,. Sind insbesondere alle m Zahlen %,  e%, . . . ,  co m von ~ull  ver- 
schiede~ und bilden die Sunktionen 

(25) ~ ,  ~ , " "  ", ~,-,. 0 " =  1 , 2 , . . . , ~ )  

ein vollstgndiges zu~ ~> gehb'rendes in~a, i a n ~  =ys~m, 8o tael =ic~ jede der 
=unnlionen ~, ,  ~,,  . . ., ~,  ~u, ch ai~ n~ + ~ + . .  �9 �9 + ,,m = u n ~ o ~ n  ( , n )  

~in~ and homog~n mit kon~lanlen KoeZ~$i~n~n da,sleZZ~. 


