488 I. Scuus.

Uber die charakteristischen Wurzeln einer linearen Substitution
mit einer Anwendung auf die Theorie der Integralgleichungen.

Von
I. Scaur in Berlin.

Ist eine algebraische Gleichung in der Form

|
@1y ‘;x; P y 1ty By |
gy y Gog — X, ==y Gy, = ()
Ay y Gy » " Ty Ay — % }

gegeben und sind w,, @, -, ©, ihre Wurzeln, so 1t sich, wie Herr
A. Hirsch®*) gezeigt hat, in sehr einfacher Weise eine obere Grenze fiir
die absoluten Betriige der w, angeben; bedeutet namlich a die groBte
unter den #® Zahlen |a,,|, so ist

o,| < na.

In der vorliegenden Arbeit mdchte ich auf einige andere, wesentlich
schirfere Ungleichungen aufmerksam machen, die fiir die absoluten Be-
trige der o, bestehen. Die einfachste und zugleich wichtigste unter ihnen
ist die Ungleichung

n

Do e,

y=1

Indem ich noch angebe, welche Bedeutung hier das Auftreten des Gleich-
heitszeichens besitzt, erhalte ich einen Satz (Satz II), der eine Reihe von
bekannten Resultaten iiber Hermitesche Formen und orthogonalen Sub-
stitutionen als spezielle Félle umschlieBt.

*) ,Sur les racines d'une équation fondamentale“, Acta Mathematica, Bd. 25,
S. 367.
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Der zweite Abschnitt enthdlt eine Anwendung meiner algebraischen
Resultate auf die Theorie der linearen homogenen Integralgleichung

L[ E(s, 1) 9(t) dt = 9(s).

Einem von Herrn E. Schmidt fiir reelle symmetrische Kerne K(s, ?)
angegebenen Verfahren folgend, zeige ich, wie man auch fiir einen all-
gemeinen Kern den Begriff der Ordnung eines Eigenwerts 1 auf elemen-
tarem Wege ohne Benutzung der Fredholmschen ganzen transzendenten
Funktion begriinden kann. Zugleich ergibt sich unter allgemeinen Voraus-
setzungen {iber den Kern K(s,¢) ein Beweis fiir die absolute Konvergenz

der Reihe 2%, in der jeder Eigenwert 1 so oft zu schreiben ist, wie

seine Ordnung angibt.

Abschnitt 1.

Uber die charakteristischen Wurzeln einer linearen
Substitution.

§ 1.

Im folgenden soll stets die zu einer GrioBe e konjugiert komplexe
Zahl mit @ bezeichnet werden. Ebenso soll, wenn P = (p,;) eine Matrix
(lineare homogene Substitution) ist, unter P die mit Hilfe der Grofen 7,
gebildete Matrix verstanden werden. Mit P’ bezeichne ich, wie iiblich,
die zu P konjugierte (transponierte) Matrix. Gentigt P der Gleichung

(1) P'P=E,
wo E = (e,;) die Einheitsmatrix ist, d. h. wird
Zﬁvsz.:'ezb (emc=17 812=€13="'=-‘O)

o nenne ich nach dem Vorgange von Herrn L. Autonne®) P eine unitdre
oder auch eine wnitir orthogonale Matrix, Die Bedeutung der Gleichung (1)
ist bekanntlich die, daB die Hermitesche Hinheitsform

xlx—l "]‘xz-.x_z "I“‘ ¢

ungeindert bleibt, wenn #, durch 2 P,:%; (und also %, durcthﬁ,, z@)
p z

*) ,,Sur I'Hermitien*, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. 16
(1902), S. 104.



490 I. Scrusr.

ersetzt wird. Sind die Koeffizienten von P reell, so wird P eine ge-
wéhnliche (reelle) orthogonale Matrix.
Hs sel nun
A =(a,;) (%, 4=1,2,--, n)
eine Matrix mit beliebigen reellen oder komplexen Koeffizienten. Die
charakteristischen Wurzeln von A4, d. h. die Wurzeln der Gleichung

Oy —Z, Gy y t vy Oy,
a — L, -y O

(2) | A—zE|=| sy Qag ’ y Qap =0,
My y Qpg ) "y Qg — X

seien @, @y, -, @,. Dann gilt folgender Satz:
1. Es lapt sich stets eine unstdr orthogonale Matriz P bestimmen, so-

daf die Matriz _
P AP=P-1AP=A

die Form
rOJI O O MRS Ow
021 032 O ¢ O
A= Cy Cgg @z --- 0
. (Cn1 Cnz Cps " ConJ
erhdlt.

Der Beweis ist leicht zu erbringen.*) Da némlich @, eine Wurzel
der Gleichung (2) ist, so konnen wir n Zahlen g¢,, ¢, « - -, g, bestimmen,

die den % Gleichungen

Zazx91=0’1§lu (x=12,.., n)

A=1

geniigen und nicht simtlich Null sind. Die Summe Z'q +q, = ¢q ist dann
eine positive Zahl. Setzt man

A
21 W’
so wird auch
2 U191 = 0191
A=1
und
2 Tty =1.
=1

*) Vergl. L. Stickelberger, ,,Uber reelle orthogonale Substitutionen‘, Pro-
gramm der polyt. Schule, Ziirich, 1877, und L. Autonne, a. a. O., 8. 119.
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Man bestimme nun in bekannter Weise %(n—1) Zahlen
G125 Q1sr * "y Q1
Qa25 Qasy "> Q2n

Qn3r Ausy "'y Dun
so, daB

qu%;.=3xz (%,1=1, 2’ Tt n)
v=1

wird. Dann ist die Matrix

Q = (Q:r 1)

eine unitire Matrix, auBerdem wird
(w0, 0 0 ... 0)

, s — L bz: b22 bzs"'bzn
VAQ- =¢7'4¢ = byy gy Dgg - - by, |’

n

Lb'nl bn2 bns Tt bnn

wo die b,; gewisse Zahlen bedeuten. Die charakteristischen Wurzeln. der
Matrix

b22 b23 b2n
B — bgs  byg by,
bn2 bn3 cre bnn

sind dann die Grofen w,, @, - -+, ®,. Nimmt man nun den zu beweisen-
den Satz, der fiir n = 1 evident ist, fiir Matrizen mit » — 1 Zeilen und
Spalten als richtig an, so 148t sich eine unitire Matrix

Yog Tog Ty

R T2 Tss =" 73,

Yng Tas * " * Tan

bestimmen, sodaB
m2 O e 0

R-1BR—|[ % o -0

Chg Cpg *°° @

wird. Setzt man dann

1 0 --- 0
S = 0 7y -+ 1y,
0 oz " Vun
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so wird P—= @S eine unitéir orthogonale Matrix, die den Bedingungen
ungeres Satzes geniigt.*)

Der Satz I 1iBt sich auch folgendermafien aussprechen:

I*  Fiir jede lineare homogene Substitution A in n Variabeln z,, 2,,-+-,z,
lassen sich n Linearformen y,, y,, - - -, y, angeben, die folgenden Bedingungen
geniigen:

1. es ust

W+ %Y+ T Y, =0T+ BTy - 2, T

2. die Linearform y, geht durch Anwendung der Substitution A in
eine Form diber, die sich linear wund homogen durch y,,Yy,, ---,y, aus-
driicken 1dft.

§ 2.
Aus _
(3) P AP =A
folgt
(8" PAP=N.
Daher ist wegen P'P — E
P'A4'P=AN.

Es ist aber P’ = P-1 folglich besitzen die Matrizen A4’ und AA’ als
dhnliche Matrizen dieselbe Spur, und da die Spur einer Matrix der Form
PP', wie man leicht sieht, nichts anderes ist als die Summe der Quadrate
der absoluten Betriige aller Koeffizienten von P, so erhalten wir

Zla/u “2!“’ |2+2[0w|2

%>

21m;2<21%.

Das Gleichheitszeichen steht hier stets und nur dann, wenn die Zahlen ¢,
simtlich gleich Null sind. Dies gibt uns den Satz:

. Ist A= (a,;) eine belicbige lineare homogeme Substitution in n
Variabeln mit den charakteristischen Wurzeln o, o, - - -, ®,, SO st

4) 25%%21%;2.

Das Gleichheitseeichen gil hier stets 'wnd nur dann, wenn sich A durch eine
unitir orthogonale Tramsformation der Variabeln ouf die Dzagonalform

Insbesondere ergibt s1ch

") Sind die a,, und die w, reell, so kann P auch als reelle (orthogonale)
Matrix gewihlt werden.
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@ 0 -+ 0
A — 0 @ ---0
0O 0 ..-w

n

bringen 1Gft.
Es ergibt sich zugleich das merkwiirdige Resultat, daB, sobald

Do, = Daf
v #, 4

ist, die Determinante | 4 — z E| lauter lineare Elementarteiler besitzen muS.
Dieses Resultat 188t sich noch etwas verallgemeinern.
Sind nimlich die Elementarteiler von | A —xE| simtlich linear, so
148t sich eine Matrix @ von mnicht verschwindender Determinante be-

stimmen, sodaBl
Q- 1AQ=A
Q’,Z'TQ—"‘I —

AN = QrAQUAQ
Die Spur Z}w * vyon AA’ ist daher gleich der Spur der rechts stehen-

wird. Dann wird

also

den Ma.‘rmx oder, was dasselbe ist, gleich der Spur der Matrix
AQQAQ 1@ 1= AHA H-?,

wobei H = Q@ zu setzen ist. Hierbei ist H die Matrix einer positiv

definiten Hermiteschen Form von wnicht verschwindender Determinante

oder, wie man auch kurz sagt, eine positive Hermitesche Matrix.
LBt sich umgekehrt eine derartige Matrix H so bestimmen, dab die

Spur von AHA'H-! gleich Zlm |2 wird, so wihle man, was stets

moglich ist, eine Matrix €, fir die H— QQ' wird. Dann ist le 2
zugleich auch die Spur von

@'4Q.-Q4Q-'~BE,
wo B= Q~14Q zu setzen ist. Die charakteristischen Wurzeln der zu 4
shnlichen Matrix B = (b,;) sind aber wieder die GroBen o, o,, -, @,

und, da fiir B
D= Db,
v 2,4

wird, so ist B und folglich auch 4 der Diagonalmatrix A &hnlich.
Es ergibt sich auf diese Weise der Satz:
1L Die Elementarteiler der charakteristischen Detorminanie einer Matriz
= (a,;) mit den charakteristischen Wurzeln oy, @y, -+ -, ©, sind dann
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und nur dann similich linear, wenn sich eine positive Hermitesche Matrix
= (h,;) so bestimmen lift, da

th § -—27% 2001 @

# Aty ¥
wird; hierbei sollen die Zahlen h,, die Koeffizienten von H=' bedeuter.
Allgemein ist bei eimer beliebigen Matriz A fiir jede positive Hermitesche
Matriz H = (h,,) '

2[‘%[2 <2 kukwarz e

Setzt man
a’zl =Tz + isxl) (1?1,= Qv + ?;67)
so geht die Ungleichung (4) tiber in

®) D @+ < D 0ha+ ).
v #y4

Andererseits ist aber, da ®?, ©f, - -, @} die charakteristischen Wurzeln
von A? sind, E o2 die Spur von 4?2 also wird
v

2 __
2, @, = _S_, G2 Qs
v #,A

2(Q§ - 63 + 2?;Qv6v) =2(rxlrz¥x — szlslz + 27:7‘::28).;:)'
v %y 4
Daher ist

) D= ) = D rari—5.,:5.)-
v #,2

Aus (5) und (6) ergibt sich

2293 éZ(rﬁl—i—y;ﬂlT‘lz) +2(S;2ﬁl—sxl s/'lx))
226 =<=2(er 722 722) +2(3x1+3xz S10)

Diese Ungleichungen lassen sich auch, wie eine einfache Betrachtung lehrt,
auf folgende Form bringen:

Ses J(#7)+ 3 (52),
3 sZ( ) 2(”’““)

oder
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oder, was dasselbe ist,

s S| %

(7) 29_2 :

® Sax<|m]
v %A

Man kann diese Formeln auch anders beweisen. Aus (3) und (8") folgt

s P4+ d)P =L (ALA).
Hieraus schlieBt man wie frither, daB die Summe der Quadrate der ab-
soluten Betréige aller Koeffizienten der Matrix -;— (44 A") gleich sein muf
der analog gebildeten Summe fiir die Matrix —-;—(A + A"). Dies gibt uns aber

2 ==2 2+ *%- 2 [ €ea [,
2 v x>4

woraus dann wieder die Ungleichungen (7) und (8) folgen.

Es sei noch hervorgehoben, da, wenn in einer der Ungleichungen
(4), (7) und (8) das Gleichheitszeichen steht, dies auch in den beiden
anderen der Fall sein muf.

2 w, -+ o
Y — 14

2

By L By
2

§ 4.
Bezeichnet man mit o die groBte der Zahlen |a,;|, mit b die
grofte der Zahlen a”-;-a“ und mit ¢ die groBte der Zahlen a———-—————“_;al =,

so folgt aus den Ungleichungen (4), (7) und (8)
2 o, 2 < n?a?, 2 0y < n'b?, 2 o) < niel.
Speziell wird also
‘wvlgna’) lgvléﬂb: Idy'énc-

Diese Ungleichungen sind bereits von Herrn A. Hirsch a. a. O. abgeleitet
worden. Sind ferner die Zahlen a,, simtlich reell, so wird a,,—a,,=0;
daher ergibt sich inbesondere aus (8)

Dlagnm—1)e

v

Da auflerdem jedes von Null verschiedene 62 mindestens zweimal vor-
kommen muB, so wird
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A"t e

also
l6,] <o nin—1)
Diese Ungleichung hat zuerst Herr I Bendixson®) auf einem anderen
Wege erhalten.

Ich mochte noch eine Bemerkung an die Hirschsche Ungleichung

@, < na

ankniipfen. Soll hier fiir eine Wurzel @, = o das Gleichheitszeichen
gelten, so ergibt sich aus dem hier Bewiesenen, daB folgende Be-
dingungen erfillt sein miissen:

1. Unter den » Wurzeln o, @,,---, 0, sind 2 — 1 gleich 0.

2. Die Koeffizienten a,, sind alle von gleichem absoluten Betrage a
und der absolute Betrag der Summe 2 a,, ist gleich na.

3. Die Elementarteiler von |4 —«E| sind simtlich linear, woraus
in Verbindung mit 1. folgt, daf 4 vom Range 1 sein mu8.
Hieraus schlieBt man ohne Miihe, daB die Zahlen a,, von der Form

Hp+9,—9))

a/.;_=ae

Z

sein miissen, wWo ¢, @,, @y, - - -, @, reelle GréBen bedeuten.

8 5.

Ehe ich weiter gehe, mochte ich noch darauf aufmerksam machen,
daB in dem Satz II der bekannte Hadamardsche Satz iiber den Maximal-
wert einer Determinante*¥) enthalten ist.

Die Determinante D der Matrix 4 = (a,;) ist niimlich nichts anderes
als das Produkt o, @y ---®, Nach dem Satz iiber das arithmetische
und das geometrische Mittel wird daher

@ DP= oo, < (1L Elol et loaly:

n2a8 n
é( ” ) =nﬂa2n'

Folglich ist

n

(10) 1D, < n? an

*) ,Sur les racines d’une équation fonda,mentaﬂe“, Acta Mathematica Bd. 25,
S. 859. - Herr A. Hirsch hat noch gezeigt, da8 die Bendixsonsche Ungleichung auch
dann gilt, wenn nur vorausgesetzt wird, da8 die @y, -+ @y, reell sind.

*) nBésolution d'une question relative aux déterminants®., Bulletin des sciences
mathématiques, 1893, S. 240,
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w] E]

Dies ist die Hadamardsche Ungleichung. Soll |D|=#x"a" sein, so
muB nach Hadamard weiter

pzl = ::; a’zva'lv = Ra exl

v

gein. Dies ergibt sich hier folgendermaBen. @ilt in (10) das Gleichheits-
zeichen, so miissen auch die Ungleichungen (9) und (4) in Gleichungen
ibergehen. Daher muB
(11) lwll=lm2!=-~={m”[=a]/7;, laxllma
werden. AuBerdem muB, da

2 o= o

v #, A
wird, die Matrix A der Diagonalmatrix A, und zugleich 44" der Matrix
AA  shnlich sein. Es wird aber wegen (11)

AA" =naE.

Folglich ist auch, da diese Matrix nur sich selbst dhnlich ist,

AA’ = (p,;) =naE
d h p,=mnae,.

$ 6.

Bezeichnet man die mit Hilfe der{(:f)2 Unterdeterminanten »** Grades
von A gebildete Matrix mit C,4, so werden bekanntlich®) die charakte-
ristischen Wurzeln von C,4 die (:f) Grofen

walmag o mav (“1<“2<'“<0‘1')'
Daher ist wegen (4)

(12) 21% . P ;9<Z D&,

WO D() alle Unterdeterminanten »%® Grades von A durchlduft. Die
rechts stehende Zahl ist nichts anderes als die Spur von (C,4) (C, 4.
Es ist aber allgemein

(C,Py = C,P, (C,P)(C,Q=C/PQ.
Daher ist 2 lD(”) die Spur von C,(AA"). Bezeichnet man wie frither
das allgemeine Element 2 @y By, YOR AA’ mit p,,, so wird also

* @ Rados, ,Zur Theorie der adjungirten Substitutionen*, Math. Annalen,
Bd. 48, 8. 417.

Mathematische Annalen. LXVL 32
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2 |0 00 - - 0,

[T

(13) .palali .pal ay? Yy pal @,
<2 Puew Puer 0 Pl (< <<a).
I'pa‘l’al, ‘p“vae’ T p“v“v

Nun ist aber A4’ die Matrix der positiven Hermiteschen Form
2 (a‘lle + Gy, %y + -+ a’nz‘”n) (Ziixa—jl + 8y, %y + -+ anz‘/zn%
x

folglich erscheint auch jede Hauptunterdeterminante von AA’ als die
Determinante einer positiven Hermiteschen Form. Nach einem von
Hadamard a. a. O. bewiesenen Satze ist aber eine solche Determinante
hochstens gleich dem Produkt der Koeffizienten ihrer Hauptdiagonale.*)
Aus (13) ergibt sich daher

(13')2]%1 @+ m%li’é Zpal o Payay " Paye, (g <oy < <e,)e

Diese Formeln lassen sich als eine Verallgemeinerung des eben erwihnten
Hadamardschen Determinantensatzes auffassen.

§ 1.

Aus der Formel (4) lassen sich noch andere interessante Ungleichungen
ableiten.
Zundchst kann man, indem man beachtet, daB w7, @j,- .., wr die

charakteristischen Wurzeln von 4" sind, eine obere Grenze fiir 2 fa,|*7
ableiten.
Von groBerem Interesse scheint mir folgende Bemerkung zu sein.
Man habe neben der Matrix noch eine andere Matrix B = (b,,)
mit m Zeilen und Spalten. Die charakteristischen Wurzeln von B seien
Ny Mos* * s Yy Dann ish

n R m m
E a,, = El ©,, E b,m = E Ny
x=1 =1 u=1 p=1
Ferner ist:

Do+t =D (0,8, 40,7, + 0, + 6,1,)

% e

oo Sl D+ S w42ty

*Hu

*) Vergl. auch E. Pischer, ,Uber den Hadamardschen Determinantensatz*,
Archiv der Mathematik und Physik, dritte Reihe, Bd. 18, S. 32.
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Andererseits ist

%, A=1,2..---n

b 2 9 b b 2 } )

gla"/—l_ I"'ﬂ"l +m2'a’cll +nzlbﬂ" ({L, fu=1’2,...,m
m Z | a2+ n 2 busl® + D (@B B b

gleich
%y 1

Daher gilt stets die Ungleichung
Dt < o 0,0+ m Dlasltn 2 b
# *, o

Setzt man insbesondere B= — 4, so kamn 7, =— @, angenommen
werden, und man erhalt

2lmx——wyPgZlaxu—a’,u,ulg'*—nZlaxﬂ.]z’
%< x<u x=4

Hieraus 1iBt sich sofort eine obere Grenze fiir den absoluten Betrag der
Diskriminante d der Gleichung |4 — zE|=0 ableiten. Aus

i=][ @—a)

xeu
folgt ndmlich
2
n{n —1) 2
Idl( gn(n__l)lex—w4 ?
X<y
daher ist
n(n 1) 2
]d’ n(n_l)ZI —_a,uﬂlz_*--,n—::fZIaxllz'
7 x=4
§ 8.
Setzt man speziell
(— @y, — Oy, +* oy — Gy 1Ty gy, — Uyl

x§-17 0 sy VD 0 ’ 0
A=1 0, xta,, - o , o0 |

L 0, 0 , .-y z'w,y , 0
wo die a, beliebige, die z, von Null verschiedene Zahlen bedeuten,
so wird

(14) o+ ot a4+ +a,=0
die charakteristische Gleichung von 4. Ist daher

bv = Ia’vlg7 pv = lxvlg)
32%*
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so geniigen die Wurzeln o, 0, - -+, ®, der Gleichung (14) der Un-
gleichung

2 IR TR JES
210 by bR ek Pk )
Diese Formel gilt fiir alle positiven Zahlen p,, g, - -+, p,. Fir
P =D, .ps_"’:.pgf Tt pnz.pn-.l

erhilt man die einfachere Formel
Z‘mvlgébl +bp+ -+ b prt 71_;;1.

Allgemeiner folgt aus (12) die Ungleichung

n—1
Dota, @0, 0 P (73 D b+ () b+ (V) 27
u=1

a1<a'2<"‘

die wieder fiir jedes positive p richtig ist. Nimmt man insbesondere a,
1

als von Null verschieden an, so wird fiir p = b,

14

Siononon < (270 Sont + ()6

Ay LUy < v e ‘ll——l

Der direkte Beweis dieser fiir jede algebraische Gleichung geltenden Formeln
scheint schwierig zu sein.

§ 9.
Aus dem Satz II lassen sich einige bekannte Sitze iiber lineare Sub-

stitutionen als spezielle Folgerungen ableiten.
Es sei zuniichst 4 = (a,;) eine Hermitesche Matrix, also a,, = a,,.

Dann wird
2 . o — 2
:;,wv! é z;axla’lx'— z;azla’lz - z;wv‘
Da aber andererseits E'w < E |e,|? ist, so mu E @l = E |w,|? sein,

folglich miissen die @, reell sein. Zugleich ergibt sich Zl ®,|?= 2[ a,,|%

und dies liefert uns die bekannte Tatsache, daB Jede Hermltesche Form

*) Es 148t sich zeigen, daB hier fiir » > 2 das Gleichheitszeichen nur dann
stehen kann, wenn @, =gy =...=gq, ,=0 ist



Charakteristische Wurzeln und Integralgleichungen. 201

durch eine unitir orthogonale Transformation der Variabeln auf die Ge-
stalt o, 9,7, + ©0,Ys¥, + - - - + ©,4,7, gebracht werden kann. ¥)
Ist ferner A eine unitiir orthogonale Matrix, so wird 44" = E. Die

Spur Z}azzig von AA" wird dann gleich der Spur von E, also gleich x.
P

AvuBerdem ist der absolute Betrag der Determinante D von A4 (wegen
A A = E) gleich 1. Da aber D =@, 0, - - @, ist, so ergibt sich

L Dl
ngs)}z < !‘%z"*‘!%l”j‘ o o, < QLL

- 12

== 1.

=(o* ol o

Daher muB

1 ”(‘wxig‘ﬁ’eig"‘

1 2 ST B BT
mniz)”m[ml} +lmz|n+ + @,

werden; dies erfordert, daf

o = foyff ==yt

wird. Daher liegen die charakteristischen Wurzeln einer unitér ortho-
gonalen Substitution 4 anf dem Kinheitskreis. Zugleich ergibt sich aus

2[&),,22 =—-2]a,, 1% daB 4 durch eine unitdr orthogonale Transformation
¥ 74

der Variabeln auf die Diagonalform gebracht werden kann. — Diese beiden
Sitze sind zuerst von Herrn Frobenius*¥) aufgestellt worden.

Abschnitt 1L
Bine Anwendung auf die Theorie der Integralgleichungen.

8 10.

Es sei K(s,t) eine fiir a <s<b, a 1L b definierte, reelle oder
komplexe Funktion der reellen Variabelen s und ¢, die im ganzen Defi-

*) Diese Ableitung der Grundeigenschaften der Hermiteschen Formen ist gewif
weniger einfach als der sonst iibliche Beweis, der sich gewissermafen direkt auf den
bier mit I bezeichneten Satz stiitzt. Aber es schien mir von Interesse, darauf hin-
suweisen, daB sich diese Eigenschaften unmittelbar aus der die Hermiteschen Formen
eindeuntig kennzeichnenden Gleichung

2; Bz @y = 2; Bp2 @y
#y A

#, A
ablesen lassen.
) Uber die principale Transformation der Thetafunktionen mehrerer Variabeln,
Journal fiir die reine und angewandte Mathemaiik, Bd. 95, 8. 264. — Vergl. auch
A. Loewy, ,lUber bilineare Formen mit konjugiert imaginiren Variabeln*, Nova

Acta Acad. Leop.-Carol.,, Bd. 71, 8. 879,
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nitionsbereich stetig sein soll.*) Eine fir ¢ <s<b stetige Funktion @(s)
heift dann nach Herrn Hilbert eine sum FEigenwert 4 gehorende Eigen-
funktion des Kerns K(s,t), wenn

(15) 9(s) = [ K(s, t) g (2) dt

ist. Herr Fredholm™**) hat eine gewisse, durch K (s, #) eindeutig definierte
ganze transzendente Funktion

D(x)=1+ dx + dya®+ - - -

angegeben, die nur fiir die Eigenwerte 1 des Kerns K(s, ¢) verschwindet.
Ist 4 eine n-fache Nullstelle von D(x), so heiBt # die Ordnung des Eigen-
werts A. Diese Zahl n hat noch folgende Bedeutung: es lassen sich n,
aber tiicht mehr als n, linear unabhingige (stetige) Funktionen @, (S), py(s), - -
v @,(8) bestimmen, fiir die

b
1
fK(SI t) q)a(t) dt = cal (}71(5') + coz2 ®q (3) + e + ca,o:—-l (poc—i(s) + 7 (pa(s))

wird, wo die c,; Konstanten sind.**¥)

-Es ist nun von Interesse, auf elementarem Wege ohne Einfihrang
der Fredholmschen Funktion D(x) nachzuweisen, daf sich zu jedem Eigen-
wert A eine ganze Zahl » angeben liBt, die durch die zuletzt erwihnte
Eigenschaft charakterisiert ist. Man erhilt auf diese Weise eine neue
einfache Definition des Begriffs ,Ordnung eines Eigenwerts®. Fir reelle
symmetrische Kerne hat diese Aufgabe bereits Herr E. Schmidtf) gelost.
Die folgende Betrachtung schlieft sich auch aufs engste dem Schmidt-
schen (tedankengang an.

*) Um einen einfachen Fall vor Augen zu haben, beschrinke ich mich im
folgenden auf die Betrachtung stetiger Funktionen. Es wiirde aber geniigen anzu-
nehmen, daf die bier vorkommenden Funktionen gewissen leicht zu formulierenden
Bedingungen der Integrabilitit gentigen.

**) »Sur une clagse d’équations fonctionnelles*, Acta Mathematica, Bd. 27, S. 365:

***) J. Plemelj, ,,Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung®, Monats-
hefte fir Math. und Phys., Jahrgang XV (1904), S.93. Vergl. auch E. Goursat,
»Iecherches sur les équations intégrales linéaires”, Annales de la faculté des sciences
de I'iniversité de Toulouse, 1908, 8. 6. — DaB die Ordnung » von 1 die grofte Zahl
ist, welche die im Text genannte Eigenschaft besitzt, wird erst in der Goursatschen
Arbeit (§ 44) ausdriicklich hervorgehoben und bewiesen. Es 148t sich dies aber auch
obne Mithe aus den Ausfilhrungen auf S. 119 der Plemeljschen Arbeit folgern.

1) wZur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen*, I. Teil,
Math. Annalen, Bd. 63, S. 443.



Charakteristische Wurzeln und Integralgleichungen. 503

§ 11.

Wir bezeichnen im folgenden tiberall, wenn ¢(s) eine beliebige Funk-
tion der reellen Variabeln s ist, die konjugiert komplexe Funktion mit
o(s). Sind ¢,(s), @;(5), - - -, @,(s) im Intervall a <5< b stetige Funk-
tionen und ist

(16) f‘pa(s) 9’35(3) ds = €apr (“} B=1, 27 Y ”)

wo die e,, in derselben Weise wie in § 1 zu erkliren sind, so sage ich,
die  Fumktionen @,(s), @3(8), -+, @.(s) bilden ein unitdr orthogonales

System.
Es gilt dann folgende Regel: Sind n linear unabhingige, fir a <s b

stetige Funktionen ,(s), ¥a(8), + + -, ¥,(5) gegeben, so lassen sich stets
n Funktionen

Pu(8) = D Pups(s)
p=t

mit konstanten Koeffizienten p,; bestimmen, die e unitr orthogonales

System bilden.
Der Beweis dieses Satzes, der fiir reelle Funktionen zuerst von Herrn

E. Schmidt (a. a. 0., § 3) ausgesprochen worden ist, 1iBt sich prinzipiell
am einfachsten folgendermafien fithren. Setzt man

b
S 6u(8)By(5) ds = by,

so wird

DV hp e @y = f 0,4, () + - + 5,0, [, 0,(8) + -+ + 5,8, (5)] ds
N a

eine positive Hermitesche Form von nicht verschwindender Determinante.*)
Die Konstanten p,; sind nun so zu bestimmen, daB

b
f%(s) E){?(s) ds = Zpay .—pﬁ()‘hyd‘ = eaf?
@ Y

wird. Hierzu hat man nur » Linearformen
Yy =D1y% +.p2yx2 +-- +pnyxn
zu berechnen, fiir die
Zhyayygﬁ = I, %y + 237, +--+ 2,7,
7,0
wird, was bekanntlich stets moglich ist.

* Vergl. E. Fischer, a. a. O., 8. 38.



504 I. Scaur

Bilden ferner @,(s), 95(s), - - -, @,($) ein unitir orthogonales System,
und ist f(s) eine beliebige fiir o < s < b stetige Funktion, so setze man

S1) $.()ds = 4,,

also

ST pu6)ds= 4,

Dann wird
f[f<t) _ =21 Arx P (t)] [f(t> - Z’:’Ea P (t)] dit
- [roF®at—2 2_: 4,4, + Zﬂ' 4,4, (9,69, dt

=[re)f@at— D 4,4,
Daher ist stets
D 4,4, < [0 @ a.
=1 a

Diese Ungleichung soll nach dem Vorgange von E. Schmidt (a. a. 0, § 1)
als die Besselsche Ungleichung bezeichnet werden.

§ 12,
Zur Abkiirzung moge fiir jede Funktion f(s)

SE(s, 07@) &t = K(f)

gesetzt werden. Wird fiir » linear unabhiingige stetige Funktionen g, , @, -, ,

K(‘P«x) =Z Gop Pp (‘x= L2, n):
B=1

SO sagem Wir: ¢, @, -, @, erfakren bei Anwendung der Operation K
die Substitution 4 = (a,,) oder auch die Funltionen p,, @,, - -, @, bilden
ein invariantes System des Kerns K(s, t), das zur Substitution A gehort.
Jede in einem invarianten System vorkommende Funktion nenne ich eine
Hauptfunktion™) des Kerns. Die charakteristische Determinante |4 —z E!

*) Fonction principale* bei E. Goursat, a. a. O.
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der Substitution A soll kurz die charakteristische Funktion des invarianters
Systems @,, @g, -+ +, @, heifen. Treten an Stelle von @y, @y, - - -, @, irgend
welche # lineare homogene Verbindungen v,, ¥, - -, v, der ¢, (mit
konstanten Koeffizienten), die umtereinander linear unabhingig sind, so
bilden auch die Funktionen v,, ¥, -- -, ¥, ein invariantes System des
Kerns und die diesem System entsprechende Substitution B ist eine zu A4
dhnliche Substitution. Man kann hierbei die 3, so wihlen, daf B irgend
eine vorgeschriebene zu A #hnliche Substitution wird. Hieraus folgt zu-
gleich auf Grund der Lehre von den linearen Substitutionen, daf sich fiir
eine charakteristische Wurzel @ von A4, die genau m Elementarteiler der
Determinante | A — z E| zum Verschwinden bringt, m und nicht mehr als
m linear unabhingige Funktionen v, der Form

w,u = c‘ulq)l + CuoPe +-+ c,unq)n (‘ua 1} 2?' " m)

angeben lassen, sodaB

K (w,u) =0 l/},u

wird.*) Ist @ speziell von Null verschieden, so wird 4 = —;; ein Eigen-
wert des Kerns K(s, t).

Hat man zwei invariante Systeme ¢, @y, -, @, and ¥, ¥, -, ¥,
des Kerns K(s,f) und besitzen die zugehorigen charakteristischen Funk-
tionen keinen Teiler gemeinsam, so miissen, wie in bekannter Weise ge-
schlossen wird, die % 4 p Funktionen @y, @, - -, @,; ¥y, ¥, - - » ¢, unter-
einander linear unabhingig sein.

Von Wichtigkeit ist auch noch folgende Bemerkung. Es seien n2
Funktionen g¢,, ¢,, - - -, ¢,, gegeben, unter denen nur r linear unabhingig
sind, etwa die Funktionen ¢, @,,- -+, @,. lst dann bekannt, daf fiir die
m Funktionen ¢, @,,: -, ¢, Gleichungen der Form

K(‘p‘u) =Z c,u v Py
r=1

bestehen, wo die ¢,, Konstanten sind, so erfahren offenbar die r linear
unabhingigen Funktionen ¢,, @,, - - -, @, bei Anwendung der Operation &K
eine gewisse lineare Substitution 4, sie bilden also ein invariantes System
des Kerns K(s,t). Es gilt dann die leicht zu beweisende Regel: Die
charakieristische Funktion |A—xE| des Systems ¢, @4, -, @, 8t eine
Divisor der charakteristischen Determinante der Substitution C = (c,,).

*) Vergl. etwa S. Pincherle und U. Amaldi, ,Le operazioni distributive*t
(Bologna, 1901), Kap. IV.
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§ 13.

Ich beweise nun folgenden Satu:

IV. Bilden die n Funktionen v, ¥, - - -, ¥, ein invariantes System
des Kerns K(s, t) und ist
(17) (0, —2) (0 —2) - - (@, — )
die charakteristische Funktion dieses invarianten Systems, so ist stets

(18) Z o, gff/ ?I K(s, t)|*dsdt.
y=1 a a

Man bestimme néimlich % lineare homogene Verbindungen ¢, ¢,, - @,
der ¥, sodaB die ¢, ein unitir orthogonales System bilden. Dann sind
@15 Py, * *, @, von selbst linear unabhingige Funktionen, und wir erhalten
in diesen Funktionen’ein invariantes System des Kerns K(s, t), dessen
charakteristische Funktion wieder die Funktion (17) ist. BEs sei

(19) E(p) = [E(s, ) 9.t dt = ) a,,9,(s).
@ p=1

Setzt man fiir ein gegebenes s in der Besselschen Ungleichung

f(t) = E(S) t);
wo K (s, 1) die zu K (s, ) konjugiert komplexe Funktion bedeutet, so wird

b ”
4, =,ff(3:t) ¢a(t)dt=2 T Pp(S)-
a p‘=1
Daher ist
b
D) sy 95(8) 9,(5) < [ K(s, £) K (5, £) .
a, Y a

Integriert man nun nach s von a bis b, so erhilt man wegen (16)

(20) Dty =D la P <[ [ K(s 1) B (5,8) ds ar.®)
o8 ¢ a

o
Da aber o, @g, + <+, ®, die charakteristischen Wurzeln der Substitution
A = (a,;) sind, so ist

(21) Do, P <D (6,40
v=1 o, f
Aus (20) und (21) ergibt sich die zu beweisende Ungleichung (18)

*) Vergl. E. Schmidt, a. a. O., § 5.
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Ich fiige noch folgendes hinzu. Ist @ =(g,,) irgend eine unitér
orthogonale Substitution, und setzt man

2a(8) =2Qap’ ?7,9(3)7
f=1

g0 bilden auch die Funktionen g,, %, -, %, e€in unitir orthogonales
System und es wird

2
K(x.) =Z Cap X
p=1

wo die Matrix C = (c,5) aus der Gleichung
C=QAQ ' = QAY
zu berechnen ist. Aus dem Satz I ergibt sich daher, daB man jedes in-
variante System mit der charakteristischen Funktion (17) durch ein wndtir
orthogonales System y,, Ya, * * , %, ersetzen kann, fiir das
. K(w) =Cor1ts T Clet -+ Coac1 bt T Ppla
wird.
Ist speziell

22) 2 @, =D |a,?

a,f
so werden die Konstanten ¢,, von selbst gleich Null, so daf sich

E(1e) = 0o
ergibt. Dies tritt z. B. stets ein, wenn K(s, ¢) ein reeller, symmetrischer oder
allgemeiner ein Hermitescher Kern ist, d. h. wenn K(s,¢) = K (s, t) wird.
Denn aus der Gleichung (19) folgt, indem man mit g (s) multipliziert
und nach s zwischen @ und b integriert,

4oy = B 0909, dtds:

Ist nun K(s, t)=K (%), so ergibt sich hieraus a,, =a,,, d. h. 4={(a,)
wird in diesem Fall eine Hermitesche Matrix; fur eme solche ist aber die
Bedingung (22) gewi erfiillt. Zugleich ergibt sich, daBl die Eigenwerte
eines Hermiteschen Kerns samtlich reell sind.

§ 14.

Es sel nun
L1
11

ein Bigenwert des Kerns K (s, ¢). Fiir jede zu 4 gehorende Eigenfunktion ¢

wird dann
K(p)=ogp.
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Die Funktion ¢ erscheint also als eine invariante Funktion des Kerns,
und die zugehirige charakteristische Funktion ist @ — z. Ich betrachte
nun allgemeiner diejenigen invarianten Systeme @, @y, - - -, ¢ des Kerns,
deren charakteristische Funktion gleich (w —#)* wird. Dann wird nach
Satz 1V
nlof <k

wo k das in (18) auftretende Integral bedeuten soll. Also ist # < %|1]%,
d. h. » ist unterhalb einer endlichen Grenze gelegen. Die grifte Zahl n,
fiir die sich ein invariantes System @, @y, -+, @, des Kerns mit der charalte-

ristischen Funktion (-;— — x)" angeben lipt, soll nun die Ordnung des Eigen-

werts A heiflen. Auf Grund des in § 10 erwihnten Plemelj-Goursatschen

Satzes ist diese Zahl # zugleich auch die Ordnung des Eigenwerts im
Fredholmschen Sinne.

Es seien ferner
1 1 1

A = Aom o v A=
1= g2 T 5 T oy

p verschiedene Eigenwerte des Kerns K(s, t), die Ordnung von 1, sei n,.
Bilden dann fiir ein gegebenes ¢ die n, Funktionen
(23) ¢91? q)g2} ) wgne
ein invariantes System des Kerns mit der charakteristischen Funktion
(w,— )", so erhalten wir in den

n=nl+n2+~-+np

Funktionen (23) » Mnear unabhingige Funktionen, die als ein invariantes
System mit der charakteristischen Funktion

(@3 —2)" (@ —2)™ - -+ (w0, — 2)"
erscheinen. Folglich ist nach (18)
0y |0y P+ nplop P4 - + %p!wp]2___<_ k
oder, was dasselbe ist,

.
RETEET T EREE

Dies lehrt uns aber (vergl E. Schmidt, a. a. 0., § 5), daB die Bigenwerte
des Kerns K(s, ¢) keine Haufungsstelle im Endhchen besitzen. Zugleich
ergibt sich, daB die Reihe
1
2

ersireckt diber alle Eigenwerte i des Kerns, wobei jeder Eigenwert so oft zu
schreiben ist, wie seine Ordnung angibt, konvergent und zwar Kleiner als
die Zahl k ist. Hieraus folgt auch, daB die Fredholmsche ganze transzen-
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dente Funktion D(z), deren Geschlecht bekanntlich héchstens gleich 2
ist¥), eine Produktzerlegung der Form

D@ = o [T (1 — £)e°

aufweist. Dieses Resultat scheint fiir die hier betrachteten allgemeinen
Kerne neu zu sein.

§ 1D.
Unsere Betrachtung bedarf noch einer Erginzung. Ist nidmlich »
wieder die Ordnung eines Eigenwerts 1 = —f;—v und bilden ¢,, @5, -, @,

ein invariantes System mit der charakteristischen Funktion (0 —z)?, so
fragt es sich: inwiefern sind die Funktionen ¢,, ¢y, -+, @, und die zu-
gehorige lineare Substitution 4 = (a,,), fir die

K(p,) = D) 6.3 9p

p=1
wird, durch den Eigenwert 1 eindeutig bestimmt?
Diese Frage ist leicht zu entscheiden.
Hat man nimlich neben ¢,, g, -, @, noch ein zweites invariantes
System ,, ¥,, - - -, ¥, mit der charakteristischen Funktion (o — 2)",
50 sei

K(¢a) =2 bap’ 1/)/:?
p=1

Die Substitution (b,;) mdge mit B bezeichnet werden. Sind dann unter
den 2n Funktionen

(24) PPy s Pus Yy Yo, 5 W,

r linear unabhingig, etwa g, 43, *, 1., 80 mubB zunichst, weil doch die
g, (und ebenso die ¢,) linear unabhiingig sein sollen, # >> n sein. Ferner
bilden die Funktionen g, %3, -, 2. Wieder ein invariantes System des
Kerns. Nach der am SchluB des § 12 gemachten Bemerkung muB aber
die charakteristische Funktion dieses Systems ein Divisor der charakte-
ristischen Determinante (o — )** der Substitution

4 O

(0 B)
sein, und also gleich (w — )" werden. Hieraus folgt aber, daB » =
sein muB, da sonst » nicht als die Ordnung des Eigenwerts 4 zu kenn-

*) Vergl. Plemelj, a. 2. 0., 8. 101 und T. Lalesco, ,Sur Vordre de la fonction
entiere D (1) de Fredholm*, Comptes Rendus, 25. November 1907, S. 906.
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zeichnen wire. Demnach ist jede der Funktionen w, 9y, .-, ¢, eine
lineare homogene Verbindung der Funktionen e, s, ---, @, mit kon-
stanten Koeffizienten. Zugleich ergibt sich, daB die Substitution B der
Substitution A &hnlich sein muB. Sieht man #hnliche Substitutionen
als nicht voneinander verschieden an, so erscheint A4 als eine durch 2
eindeuntig charakterisierte Substitution. Die Anzahl der zu 1 gehorenden
linear unabhingigen Higenfunktionen des Kerns K (s,#) ist dann nichts
anderes als die Anzahl der Elementarteiler der Determinante |4 —xE|.

Die Funktionen ¢,, ¢, -+, ¢, kann man passend als ein vollstindiges
sum Figenwert A gehorendes invariantes System bezeichnen.

Allgemeiner schlieft man in dhnlicher Weise:

Man habe wrgend ein invariamntes System i, ¥y, - - -, ¢, des Kerns
K (s, 1), die sugehirige charakteristische Funktion sei

(0, — 2P (g — 2 - + - (@, — Z)Pm, By +p:+ +Pn=p)
wWo @, @y, + -+, O, voncinander verschieden sein sollen. Jede wnicht ver-
schwindende unter den Zahlen o, ist dann der reziproke Wert eines Figen-
werts A, des Kerns, und ist n, die Ordnung dieses Eigenwerts, so ist
P, X n,. Sind insbesondere alle m Zahlen o, wg, - - -, 0, von Null ver-
schieden und bilden die Funktionen

(25) Putr Puzr * "2 Puny, (u=1,2,---, m)
ein vollstindiges 2w 1, gehirendes tnvariantes System, so laft sich jede der

p Funktionen vy, vy, - - -, ¥, durch die n, -+ ng +.- - - + n,, Funktionen (25)
linear und homogen mit konstamten Koeffizienten darstellen.




